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1. EINLEITUNG 
Eines der zentralen Probleme der algebraischen Zahlentheorie ist die 
Frage nach rationalen Zerlegungsgesetzen: Fur einen Zahlkorper K und 
eine rationale Primzahl p ist durch rational formulierbare (von den Daten 
von K abhlngige) Kriterien zu entscheiden, wie sich p in K zerlegt. Dieses 
Problem ist fur abelsche Zahlkoper vollstandig gel&t: 1st namlich K/Q 
abelsch und m der Fuhrer von K/Q (das ist die kleinste natiirliche Zahlf, 
fur die K im Korper der f-ten Einheitswurzeln enthalten ist), so hangt das 
Zerlegungsverhalten einer rationalen Primzahl p mit p J m nur von der 
Ordnung der Restklasse p mod m ab. 1st L2 ein quadratischer Zahlkorper 
mit Diskriminante d und K ein Ringklassenkbrper iiber 52, so hat man fur 
den K&per K ebenfalls ein rationales Zerlegungsgesetz: 1st f der Fiihrer 
von K/Q, so ist K/Q Klassenkbrper zu einer Untergruppe der vollen 
Ringklassengruppe modfin 52, und diese ist (in explizit angebbarer Weise) 
isomorph zur Kompositionsklassengruppe der ganzzahligen binlren 
quadratischen Formen der Diskriminante df 2; auf Grund dieses Zusam- 
menhanges ist das Zerlegungsverhalten einer rationalen Primzahl p mit 
p 1 df in K beschreibbar durch die Darstellbarkeit von p bzw. p2 durch 
gewisse Klassen binarer quadratischer Formen der Diskriminante df 2. Der 
Begriff des Ringklassenkorpers wurde von P. Satge [18] weitgehend 
verallgemeinert: Sei L ein galoisscher algebraischer Zahlkorper und 
Q c Kc L derart, da13 K/Q galoissch, L/K abelsch und die Verlagerung 
von Q nach K trivial ist; ferner sei [L: K] ungerade, falls K reel1 und 
[K: Q] > 2 ist; dann kann man das Zerlegungsverhalten von p in L 
beschreiben durch die Darstellbarkeit von Potenzen pr (r < [K: Q] ) durch 
gewisse zu K gehorige Normformen. 
Die Frage nach rationalen Zerlegungsgesetzen ist eng verbunden mit der 
Frage nach rationalen Potenzrestkriterien: Nach welchen Primzahlen p ist 
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eine (ganzrationale oder geeignete ganzalgebraische) Zahl CI ein m-ter 
Potenzrest? Das ist namlich sicher (und in den meisten interessierenden 
Fallen such nur) dann der Fall, wenn p im Korper Q(tm, 3) voll zerfallt 
(L ist eine primitive m-te Einheitswurzel). Im Gegensatz zur eingangs 
gestellten Frage nach rationalen Kriterien zur Bestimmung des 
Zerlegungsverhaltens einer rationalen Primzahl wird hier nur noch die 
schwachere Frage nach Kriterien fur den vollen Zerfall gestellt. Einen 
nberblick iiber rationale Potenzrestkriterien, welche durch solche 
“schwache Zerlegungsgesetze” gewonnen wurden, lindet man in [4] (siehe 
such [S, 61). 
P. Barrucand und H. Cohn [3] bewiesen das folgende Kriterium fur eine 
Primzahl p = x2 + 8~‘: y ist gerade oder ungerade, je nachdem, ob 1 + & 
quadratischer Rest oder Nichtrest modp ist. Dieses Ergebnis kann man 
such als Kriterium dafiir interpretieren, welche der beiden Klassen in 
Hauptgeschlecht binarer quadratischer Formen der Diskriminante - 2’ die 
Primzahl p darstellt. Im AnschluI.3 an diese Arbeit entwickelte sich ein 
lebhaftes Interesse an expliziten Potenzrestkriterien fiir Grundeinheiten 
reell-quadratischer Zahlkiirper (siehe [ 15, 16, 71 und die dort zitierte 
Literatur). Ein systematischer Zusammenhang zwischen einigen dieser 
Kriterien (vor allem fur quadratische und biquadratische Reste) und 
schwachen rationalen Zerlegungsgesetzen wurde erstmals in [ 141 und [lo] 
hergestellt. 
Es gibt aber such eine Reihe rationaler Potenzrestkriterien, welche nicht 
mit der Methode der schwachen Zerlegungsgesetze, sondern direkt mit 
Hilfe Jacobi’scher Summen gewonnen wurden (siehe [20, 21, 17, 15, 73 ), 
Obwohl einige dieser Kriterien such mit Hilfe von Zerlegungsgesetzen 
bewiesen werden konnten (siehe [ 1, 8]), scheint es doch so zu sein, da8 die 
Methode der direkten Berechnung Jacobi’scher Summen-sofern sie 
anwendbar ist-der Methode der expliziten Zerlegungsgesetze iiberlegen 
ist. Die in Rede stehenden Kriterien sind von dem Typ, da0 sich eine Prim- 
zahl p durch zwei quadratische Formen darstellen la& und zwischen diesen 
beiden Darstellungen Kongruenzbedingungen bestehen. Von diesem Typ 
sind such die von E. Lehmer [lS] vermuteten und bisher unbewiesenen 
Kriterien zum 4. Potenzcharakter der Grundeinheiten von Q(h) q = 5, 
13, 37) und zum 8. Potenzcharakter der Grundeinheit von Q ,/’ 7); ein 
entsprechendes Kriterium fur den 8. Potenzcharakter von 2 + j’ 3 wurde in 
[73 mit expliziten Jacobi’schen Summen der Ordnung 12 bewiesen, eine 
Anwendung der Methode auf Q(,/?) wiirde die Kenntnis Jacobi’scher 
Summen der Ordnung 28 erforderlich machen. 
In der vorliegenden Arbeit leite ich schwache rationale Zerlegungsgesetze 
(welche die voll zerfallenden Primzahlen kennzeichnen) vom Typ 
“Darstellung durch binare quadratische Formen mit Kongruenz- 
bedingungen” fur folgende Korper E her: R ist der volle Strahlklassenkor- 
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per modulo 2’ (t > 2) iiber einem biquadratisch-bizyklischen Zahlkorper 
K= U&J’& &) (q- 5 mod 8, d- - 1 mod 8, Q(Jrd) enthllt eine Einheit 
q = @mod 2) oder ein geeigneter Teilkorper desselben. Dazu betrachte 
ich zunlchst quadratische Zahlkorper Q = Q(A) und zeige, wie man fur 
Strahlklassenkorper modulo 2’ iiber Q schwache Zerlegungsgesetze 
herleiten kann; dazu geniigt es, in 52 zerlegte Primzahlen p # 2 zu 
betrachten und ein rationales Kriterium daftir anzugeben, da13 p in Q einen 
Primteiler rc mit vorgegebener Restklasse mod 2’ (vorzugsweise 
7~ = 1 mod 2’) hat. Die Resultate im biquadratisch-bizyklischen Fall 
entstehen dann durch Betrachtung der Normen in Bezug auf die 
quadratischen Teilkiirper und Zusammensetzen der Resultate aus dem 
quadratischen Fall. 
In manchen Fallen kann man fur die Strahlklassenkorper modulo 2’ 
uber a(,/& fl) Radikalerzeugungen angeben und erhalt rationale 
Potenzrestkriterien fur die Radikanden. So erhalt man dann beispielsweise 
die bisher unbewiesenen Kriterien aus [ 151, aber such viele andere. 
Ahnliche ijberlegungen sind fiir alle biquadratisch-bizykiischen Kiirper, 
in denen 2 nicht voll zerfallt, durchfiihrbar. Ich werde in einer nachfolgen- 
den Arbeit darauf eingehen. 
2. QUADRATISCHE ZAHLK~RPER 
Sei d E L quadratfrei, a E CD($) g anz und prim zu 2; dann hat man eine 
Darstellung N(a) = x’ - dy2, ’ und ich untersuche, wie sich die Restklasse 
von a mod 2’ in x und y widerspiegelt. Die Aussagen dieses Paragraphen 
sind (von einigen Zusatzen abgesehen) leicht zu beweisen und wohl such 
teilweise bekannt. Die nachfolgenden Anwendungen scheinen mir jedoch 
eine ausfiihrliche Darstellung zu rechfertigen. 
Sei im folgenden t 3 2; die Basiselemente fur die primen Restklassengrup- 
pen und deren Ordnungen mod 2’ entnehme ich aus [9]. 
a. d--1mod8 
Sei 6 E Z[&] eine primitive 4. Einheitswurzel mod 2’+‘, also insbeson- 
dere 6 = & mod 2. Dann hat jedes zu 2 prime a E Z[&] eine 
Darstellung 
a=6A.5B.(-l +2Ji)c+2ryo (1) 
mit A,B,C>O und Y~=u,+~,&EB[$]; dabei ist Amod4, 
B mod 2’-2 und C mod 2’- ’ eindeutig bestimmt. 
’ N ist in diesem Abschnitt die Norm fiir Q($ )/Q 
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Schreibt man c( = XS Y fi mit X, YE Z, so folgt wegen r = 6,” mod 2: 
Zn(l)istgenaudunnA-Omod2,wennN(r)=X~-4dY’mitX,Y~~; 
im Falle A- 1 mod2 ist N(a)=4X2-AY’ mit X, YE??. 
Sei nun a~Z[,/;j] prim zu 2 und in der Darstellung (1) mit 
A E 0 mod 2 gegeben (also M = 1 mod 2). Ich setze C = 2’ C, mit c 3 0 und 
C, = 1 mod 2, falls c < t. Dann ist 
(-1+2fi)C=1+2C+2C$mod2”+‘, 
also 
cc- +5B.(1 +2C+2C&+2’.+‘y,)+2’yomod2’+’ - 
mit y,=u,+u, $ E S[&]. Hiermit erhalte ich 
N(cr)=X’-AY’ 
mit 
X,=5”.(1 +2C+2”+‘u,)+2’uomod2’+‘, 
Yo-58~(2C+2”+Zu,)+2’uomod2’+‘; 
daraus folgt 
fur O<c< t- 1:X,-5’+2’+‘, Y,-2’+‘mod2”+‘; 
fur c=t-1: X0=5B+2’(1 +u,), Y,=2’.(1 +u,)mod2’+‘; 
fur c3 t: X,,-5B+2’~o, Y, = 2’~ mod 2’+ ‘. 
Insbesondere habe ich damit bewiesen: 
zst aEZ[JA] p rim zu 2 und in der Darstellung (1) gegeben, so ist 
genau dunn A = 0 mod 2, B=O mod 2’-’ und C= 0 mod 2’-’ (also 
a=+lmod2’), wenn N(cc)=X2-4’dY’ mit X, YEZ und X=lmod2’. - 
Dabei ist 
YE 1 +v,mod2 falls C & 0 mod 2’, 
u,, mod 2 falls C z 0 mod 2’. 
b. d=3mod8 
Jedes zu 2 prime IX E Z[&] hat eine Darstellung 
cY= f&B+1+2$)c+2’.,‘, (2) 
mit B, CaO und yo=u,+v,&~Z[$]; dabei sind B und Cmod2’ ’ 
eindeutig bestimmt. 
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Schreibt man 
a-dBmod2: 
a=X+YJ;j mit x, YE& so folgt wegen 
In (2) ist genau dann B E 0 mod 2, wenn N(a) = X2 - 4 A Y2 mit X, YE Z; 
im Falie Bz 1 mod2 ist N(a)=4X2-AY* mit X, YE??‘. 
Sei nun cc~Z[fi] p . rim zu 2 und in der Darstellung (2) mit 
B = 0 mod 2 gegeben (also a = 1 mod 2). Ich setze B = 2B’ und C = 2”‘C, 
mit c 2 0 und C, - 1 mod 2, falls c < t. Wegen 
(-1+2&f’-1+2C+2C&mod2’:+* 
ist 
a= &-A*. (l+2c42c&+2’+2y,)+2$J 
mit yi = ui + ai &E Z[&], und ich erhalte 
N(a)=P,-AY& 
wobei 
&=A~.(1 +2C+2’+2ul)+2’u,,, 
Y*=AB’.(2C+2”-2u,)+2’uo; 
daraus folgt 
fur OGc<t- 1: &=~l~+2~+‘, Y0=2’+l mod2’+2; 
fur c=t-1: X0-dB’+2’~(1+u0), Y,=2’.(1 +u,)mod2’+‘; 
fur c> t: Xo=AB’+21~o, Y, - 2’u0 mod 2’ + ‘. 
Insbesondere habe ich damit bewiesen: 
rst C(EZ[JzJ p rim zu 2 und in der ~arstel~ung (2) gegeben, so ist genau 
dann i3 SE C E 0 mod 2’-’ (ah a s rt 1 mod 2’1, wenn N(a) = X2 - 4’ A Y2 
mit X, YE Z und X- 1 mod 2’. L3abei ist 
YE 
1 + v. mod 2 falls C f 0 mod 2’, 
q, mod 2 ,falls C G 0 mod 2’. 
c. A zz 5 mod 8. 
Sei o~Z[(1+&)/2] eine primitive 3. Einheitswurzel mod 2” ‘. Dann 
hat jedes zu 2 prime a E Z[ (1 + &)/2] eine Darstellung 
CX= fWA .fi”.(-1+2J;j)C+2’y0 (3) 
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mit A, B, CaO und ~o=~~(uo+uo~)~~[(1+~)/2], d.h. uo, u,EZ, 
u. E u. mod 2; dabei ist A mod 3, B mod 2’-’ und C mod 2’-* eindeutig 
bestimmt. 
Schreibt man c( = t. (X-t Y A) mit X, YE Z, so folgt wegen 
ct=oJ A.@mod4: 
In(3)istgenaudanr~A=Omod3,wennN(cl)=~~-A~mitX,, Y,EZ; 
andernfalls ist 4N(cr) = X2 - AY2 mit X, Y, E Z, X= Y z 1 mod 2. Ist 
A E 0 mod 3, so ist genau dann B = 0 mod 2, wenn N(a) = X2 - 4 A Y2 mit 
X, YE Z; im Falle B = 1 mod 2 ist N(a) = 4X’ - A Y* mit X, YE Z. 
Sei nun aEB[(1+&)/2] p rim zu 2 und in der Darstellung (3) mit 
A E 0 mod 3 und B = 0 mod 2 gegeben; dann ist c( E Z[&], a = 1 mod 4, 
und ich setze B = 2B’, C = 2’C, mit c > 0 und Co = 1 mod 2, fails c < t - 1. 
Wegen 
(-1+2fi)c=1+2C+2C&mod2’.+’ 
ist 
a- +A*‘, (1+2C+2C~+2’.+‘y,)+2’yomod2’+’ 
mit yr = t(~r + U, 4)~ Z[(l + $)/2], d.h., ur, u1 E Z, U, = ur mod 2, und 
ich erhalte 
N(cr)=p,-AY2, 
mit 
Xo~AB’~(l+2C+2”+‘u,)+2’~‘uomod2’, 
Yo~A~~(2C+2”+‘vl)+2’~1uomod2’; 
daraus folgt 
fur O<c<i--1: XozAB’, Y,=Omod2’+‘; 
fiir c>t-1: Xo~AW+2’p1uo, Yo=2’-1uomod2’. 
Damit ist (unter Beachtung von u. - u. mod 2) insbesondere bewiesen: 
Ist crEZ[(l +fi)/2]p rim zu 2 und in der Darstellung (3) gegeben, so ist 
genau dann A=Omod3, B=Omod2’-’ und C=Omod2’+* (also 
a = f 1 mod 2’), wenn N(z)=X~-~‘~’ AY* mit x, YEZ und 
X=1+2’+‘Y mod2’; dubei ist Y=u,mod2. 
d. A-2mod4 
Jedes zu 2 prime a E Z[&] hat eine Darstellung 
oz= fP.(l +&qC+2’yo (4) 
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mit B>O, C>l und yo=uO+v,&~Z[&]; dabei ist Bmod2’-2und 
C mod 2’ eindeutig bestimmt. Ich setze C= 2’. C, mit c 20 und 
Co = 1 mod 2, falls c f t. Wegen 
(l+&)c= +l+C;‘;imod2’.+’ 
folgt 
a= f5yl +C&+2’+$,)+2’y, 
mit yi=*,+nrfiEZ[&], und ich erhalte 
N(a)=X2,-Ad 
mit 
daraus folgt 
fur Odc<t: X0=5B, Y,=2”mod2”+‘; 
fur c= t: X0=5B+2’~0, Y0-2’.(1+~0)mod2’+‘; 
fiir c>I: XO=5B+2’uo, Y,,-2f~omod2’+‘. 
Damit ist insbesondere bewiesen: 
Ist CI E Z[&] prim zu 2 und in der Darstellung (4) gegeben, so ist genau 
dann BsOmod2’+2 und C=Omod2’ (also ol=+lmod2’), wenn 
N(cr)=X’-4’dY2 mit X, YEZ itndX- 1 mod2’. Dabei ist 
falls C f 0 mod 2” ‘, 
falls C E 0 mod 2’ + ‘. 
3. BIQUADRATISCHE K~RPER K=&P(&&) MIT d= - 1, q-5 mod 8 
Seien d, q E Z quadratfrei, 
QsC,h v”i) 
d--1mod8, q-5mod8 und K= 
und dq = m2q* mit (ungeradem) m E N und quadratfreiem 
q* = 3 mod 8. Dann ist 2gtv2 in K, a, hat Restklassengrad 2 und 
rt = 1 - & ist ein Primelement fur m in der Komplettierung K,,,. Ich 
bestimme nun zunachst eine Basis fur die Einheitengruppe U, von K, und 
benutze diese dann zur Bescheibung der primen Restklassengruppen 
modulo 2’ in K. 
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Nach [ 11, chap. 15.6, IVbcr], hat jede Einseinheit q E C/t, c UIu eine ein- 
deutige Darstellung in der Form 
rl=iV.(l+r571)“.(1+5c~3)“*(1 in”)C’.(l +&r~)” 
mit einer primitiven 4. EinheitswurzeI [ E K,, ; = ( - 1 + &)/2 (Reprasen- 
tant einer primitiven 3. Einheitswurzel modulo m), Q E B/4Z und 
A, B, C, D E 2,. Die folgende Tabelle gibt die Ordnung der Basiselemente 
module m’ (I > 1; negative Exponenten sind durch 0 zu ersetzen): 
Dabei ist 
falls k gerade, 
falls k ungerade. 
Als nlchstes berechne ich die Normen der Basiselemente in bezug auf die 
quadratischen Teilkijrper und stelle sie mit Hilfe der in 2. angegebenen 
Basiselemente mit Exponenten in ZZ dar. Ich schreibe im folgenden N,, N,, 
und N, fiir die Normen von K/Q($), K/Q(p) und K/Q(&); dann 
gilt: 
Nd(1+&r3)= 9. {(l +3d)‘+d(3+d)‘]-3d 
+ ;~(l+id)~(3+d)~(y-l)+3+dj,i;i 
i 
=5b’.(-l-t-2 $)‘zs3+2&mod8 
Nd(l +n3)=d3-t- 15d’+21d+4-2.(3d2+ Ild+(i)&’ 
=52b3.(-1+2$)‘CJ~5+4~dmod8 
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mit cg s 1 mod 2, 
NJ 1 + <?I”) = 9. [16~(l~~)z+(~ +6d+d2)*f-6d-d2+2(l+d) 
* [(1+6d+d2)(1 +q)- 12d-2d2]*Jrd 
=5b4~(-l+2~)4c4~5mod8 
mit b, s 1 mod 2, 
N,*(l +&T)=$*(l -d)(l -q)-m*fi 
=y/;;J;‘1*(-1+2fi)fi=2+&mod4 - 
mit e, -fi = 1 mod 2, 
N,,(1+4n))=-3d+~.(l-d)‘(l-q)-(3+d)mJ;;; 
mit f2 = 1 mod 2, 
N,*(l+7c3)=(4-d).(l +d+d2) 
= fizeJ s ( - 1 + 2 fi)” z 5 mod 8 
mit e3 = 1 mod 2, 
A$.( 1 + bc4) 
=~~[(1+6~+d2)z-1611(l+d)z]-6d-d2-4(l+d)rn.& 
=fi2e4.(-1+2#)4f4~5mod8 
mit e4 E 1 mod 2, 
= k&2g1.(-l +2&)h1=3mod4, 
N,(l+,jrr3)=~.(l-d)3(l+q)-3d+ 
i 
(d- 1y 
1+3d+2 & 
I 
= ~~~.(-l+2~}~2~5+2~mod8 
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mit h> = 1 mod 2, 
mit g, z 1 mod 2, 
+8d(l t-d) .J; 1 
=@.(--1 +2&)‘h4=1 mod8. 
Sei im folgenden t > 2 und 6 E Z[$] eine primitive 4. Einheitswurzel 
mod2’“’ wie in 2.a; sei of~:Z[(l +,&)/2] eine primitive 3. Einheitswurze) 
mod 2’+’ wie in 2x. Dann ist to eine Erzeugende von U,jUk, und folglich 
hat jedes ganze zu 2 prime OLE K eine Darstellung 
a=W~‘~Q~(1+~~)~~(1+~713)~~(1+~3)C’~(l+~?t4)~+2’~ (5) 
mit P, Q, A, E, C, D 3 0 und ganzem fi f K. Dabei ist P mod 3, Q mod 4, 
A mod 2’, B mod 2’- ‘, C mod 2’- r, und D mod 2’-’ eindeutig bestimmt. 
In vielen FHllen ist es nun miighch, die Restklasse von a mod 2’ auf 
Grund der Darstellungen von2 N(a) durch quadratische Formen zu bestim- 
men. 
THEOREM. Sei ~1 E K ganz, prim zu 2, und in der Darstellung (5) gegeben. 
Dann gilt: 
(i) Genau dann ist PrOmod 3, wenn N(cr)=X’-qY” mit X, YEZ; 
andernfalls ist 4N(a) = X2 - qY’ mit X, YE Z, X- Y = 1 mod 2. 
(ii) Genau dann is? A ~0 mod 2, wenn N(a) = X2 -4q*Y’ mit 
X, YE Z; andernfai~s ist N(a) = 4X2 - q* Y2 mit X, YE Z. 
(iii) Genau dann bestehen die Kongruen~en A = B = C = 0 mod 2’- ‘, 
D-Omod2’-2 und PsOmod3, wenn N(a)=X2-44fdY2=z-44’q*Y;; 
= q--4’qG mit X,X,,X2, Y, Y1, Y,E& X=X,=lmod2’ und X2= 
1-t 2’Y, mod 2’+ ‘. 
(iv) Sei C z 0 mod 2’- ‘. Genau dann hestehen dariiber hinaus such die 
~o~gruenzen A E 0 mod 2’, B 3 0 mod 2’- ’ und D z 0 mod 2’ - 2, wenn 
N(a)=XZ-4’dY2=~-44’q*~ mit X,X,, Y, Y,EZ, XzX,zl mod2’ 
und Y s Y, mod 2. 
z N(a) ist in diesem Abschnitt die Norm van a bzgl. K/Q. 
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(v) Sei A E 0 mod 2’. Genau dann bestehen dariiber hinaus such die 
Kongruenzen PzOmod3, B=C=Omod2’-’ und D=Omod2’p2, wenn 
N(a) = X2 - 4’ dY2 = G - 4’qz mit X, X,, Y, Y, E Z, XE 1 mod 2’ und 
X2=l+2’Y2mod2’+‘. 
Beweis. Sei a in der Darstellung (5) gegeben und 
GI~=(l+{7r)A(l +@c3)~~(1+7c3)c~(l +lp)O, 
also a = op8Qa, + 2’8. Dann ist 
N,(~,) = f 5 Ah + Bb2 + 2% + Dba . ( _ 1 + 2 Jr,)2k, + Bq + 2Cc3 + 4Dc4, 
N,*(~,) = fi4 + 2W + 2Ce + 2De4. ( _ 1 + 2 fi) Af, + B/i + 4% + 4Dfi, 
N,(acd= *& 
2Ag, + 4Bn2 + 2Cn3 + 4Dg4 +1+24h Ah, f BhZ + ZCh, + 2Dh4 
Genau dann ist N,(cQ) 5 k 1 mod 2’, wenn 
Ab, + Bb, + 2Cb, + Db, E 0 mod 2*-2, 
2Ac, + Bc, + 2Cc, + 4Dc, E 0 mod 2’- r; 
genau dann ist N,.(a,) E 1 mod 2’, wenn 
Ae, + 2Bez + 2Ce, + 2De, SE 0 mod 2’- ‘, 
Afi + Bf2 + 4Cf3 + 4Df4 z 0 mod 2’- ‘; 
genau dann ist N,(q) = + 1 mod 2’, wenn 
(6,) 
(62) 
2Ag, + 4Bg, + 2Cg, + 4Dg, = 0 mod 2’- ‘, 
Ah, + Bh2 + 2Ch3 + 2Dh, E 0 mod 2’-‘. 
(6,) 
Die Kongruenzen (6,) (62) (6,) betrachte ich als homogenes 
Gleichungssystem modulo 2’-’ fur A, B, 2C, 20; es hat die Koeffizienten- 
matrix 
26, 2b2 2b, b, 
I 0 1 1 
E 
I I 
mod 2. (7) 
1100 
1 0 
0 0 
‘$I hat modulo 2 den Rang 4, also hat das homogene Gleichungssystem 
modulo 2’- ’ nur die triviale Losung. Folglich ist genau dann 
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N,(a,) c 1 mod 2’, N,,(a,) G 1 mod 2’ und N,(Q) G 1 mod 2’ wenn 
,4=B=Omod2’+‘, C=L)nOmod2’-“. 
Wcgen NY(a) 3 w “mod 2 und N,,(a) 5 a” mod 2 folgen (i) und (ii) 
aus 2.b und c. 
Im folgenden sei gemal [22] 
P=i.(B*+B, ,:;f+P2&+BJii3 (8) 
mit jJi~ Z, PO E /3, mod 2 und & E /I3 mod 2. Wegen (ii) kann ich fiir den 
Rest des Beweises A E 0 mod 2, also c(~ FE 1 mod 2, voraussetzen. 
(iii) Wegen (i) kann ich PzO mod 3 annehmen; dann ist 
Q = ~QQ + 2’fi mit ~1~’ 1 mod 2. Ich bezeichne mit 6, den erzeugenden 
Automorphisms fur ~/~(~) und erhalte 
N,(a) = N,(ao) + 2’. [SQ. a,(/?) + CT~(S~)~ p] mod 2” ‘, 
also wegen P. ~,(fl)+~~,(SQ)~~~Ornod2 (unter Benutzung von (8)) 
N,(a) s N&LX,) mod 2” ‘. 
Nach 2. ist genau dann N(E) = X’ - 4’ dY2 = q - 4’q* y;2 = $ - 4’q Y; 
mit X,X,,X,,Y, Y,, Y,E& X=X,mod2’ und X,=l+2’Y,mod2’+‘, 
wenn NJ&) E f 1 mod 2’, N,*(a) E t- 1 mod 2’ und N,(E) = rt 1 mod 2’+ ‘. 
1st nun A=B=C=Omod2’P’ und D-Omod2”2, so folgt 
NJa) s &N,,(Q) E + 1 mod 2’, X,,(a) E N,,(a,) E 1 mod 2’ und N,(a) = 
N,(a,) G + 1 mod 2’+‘; daher hat N(rx) die Darstellungen wie behauptet. 
Hat umgekehrt N(E) die angegebenen Darstellungen, so folgt 
Xd(~o) = + 1 mod 2’. XJa,,) E 5 1 mod 2’ und N&IX,) - It 1 mod 2’+‘, 
also zunachst A=B=Omod2’-I, C=D=Omod2’-* und 
woraus wegen g, SE 1 mod 2 such C = 0 mod 2’- ’ folgt. 
(iv) Sei CEO mod 2’- ‘; dd bzw. cry. sei der erzeugende 
Automorphismus fiir ~/~(~~) bzw. ~/~(~). Aus 
ff = CJ~QCX, + 2’p und a,-lmod2 
folgt 
N,(a) = fNd(~O) + 2’. (ug + oo&) mod 2’+ ‘, 
NJGL) EN~,(c(~) -I- 2’. (u, + u, Jcj*) mod 2’+’ 
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mit 
u. + u. Jrd= a,(dbQ) . a+ ddQ. a,@), 
u, + ?I, Jp = a,.(ddQ) . p + WPBQ. o,*(p), 
und eine ieichte Rechnung unter Benutzung von (8) zeigt 
u,ro,mod2. 
Genau dann ist N,(a,) E + 1 mod 2’ und N,,(Q) = 1 mod 2’, wenn (6,) 
und (62) erfiillt sind. Wegen C=Omod2’-’ bilden (6,) und (62) ein 
homogenes Gleichungssystem modulo 2’-’ fur A, B und 20, dessen Koef- 
tizientenmatrix aus der in (7) stehenden durch Streichen der letzten beiden 
Zeilen und der drittten Spalte entsteht, also den Rang 3 hat. Daher gilt 
nach 2.: 
Genau dann ist A=B=Omod2’-’ und D=Omod2’P2, wenn 
N(a) = x2 - 4’ dY2 = ,q - 4’q* r: 
mit Xr X, E 1 mod 2’. Nun ist aber 
NJa) = *5-. (- 1 + 2 J$“‘? + 2’(u, + u0 ,rd) mod 2’+ ‘, 
N,*@) z @4+ 2De4. (-l+2@)AfiCBf:+2’(u,+vl&)mod2’+’ 
also nach 2.a und b 
ye l+u,mod2 
i 
falls Bcz 8 0 mod 2’, 
1’0 mod 2 falls Bc, = 0 mod 2’, 
Y, = 
i 
1 + u1 mod 2 falls Afi + Bf2 & 0 mod 2’, 
u1 mod2 falls Afi + Bf2 = 0 mod 2’. 
Wegen BE Bc? E Bf2 mod 2’, A = Af, mod 2’ und u. = u1 mod 2 ist genau 
dann Y = Y, mod 2, wenn A = 0 mod 2’. 
(v) 1st A=Omod2’, P=Omod3, B=C=Omod2’-’ und 
D = 0 mod 2’- 2, so folgt nach (iii) 
N(a) = X2 - 4’ dY’ = g - 4’qG mit X,X,, Y, Y,EZ, 
XE 1 mod 2’ und X2 = 1 + 2’Y2 mod 2’+ I. 
Habe nun N(a) die angegebenen Darstellungen durch quadratische 
Formen; nach 2.a und c, ist dann N,(a) = + 1 mod 2’ und N,(a) = 
+ 1 mod 2’+ ‘. Wegen (ii) is P E 0 mod 3 und folglich N,(a,) = f 1 mod 2’, 
N,(a,) = + 1 mod 2’+ ‘, woraus insbesondere die Kongruenzen (6,) und 
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(63) folgen. Wegen A =O mod 2’ bilden (6,) und (63) ein homogenes 
Gleichungssystem modulo 2’- ’ fur B, 2C und 20, dessen Koeffzienten- 
matrix aus der in (7) stehenden durch Streichen der ersten Spalte und der 
3. und 4. Zeile entsteht, also den Rang 3 hat; damit folgt B = 0 mod 2’ ‘, 
CrD=Omod2’p2 und N&cc) = N&cc,) = +&‘cpj = 1 mod 2’+‘, also 
such C=Omod 2’-‘. 
4. SCHWACHE ZERLEGUNGSGESETZE 
Es sei K= Q($, &) mit d = - 1 mod 8, q = 5 mod 8 und q* wie in 3. h 
sei die Klassenzahl von K und h, der zu 2 prime Anteil von h, also h = 2”h, 
mit s 2 0. Sei t > 2, K, der Strahlklassenkorper modulo 2’ iiber K und K: 
die groBte in K, liegende 2-Erweiterung. Zur Kennzeichnung der in K, bzw. 
K: vollzerlegten Primzahlen werde ich die Hauptideale (M) von K mit 
a = 1 mod 2’ kennzeichnen. 1st a E K prim zu 2 und in der Darstellung (5) 
gegeben, so kann ich wegen N(6) = 1 mod 2’+ ’ den Exponenten Q nicht 
aus den Normen rekonstruieren. Ich setze daher im folgenden voraus: 
K enthalte eine Einheit ye mit q E &mod 2. (*I 
Diese Voraussetzung ist im spater wichtigen Falle d = - 1 sicher erfiillt. 
Hat K die Eigenschaft (a), so ist jedes zu 2 prime Hauptideal von K von 
der Form (a), wobei a in der Darstellung (5) mit Q = 0 gegeben ist. Nun 
gilt zunachst: 
SATZ 1. K erftille (*), und p sei eine Primzahl mit (d/p) = (q/p) = 1. 
Genau dann ist p vollzerlegt in K,, wenn p=X*-4’dY2=X’f-4’q*Yf= 
p2-44’qY: mit X,X,,X2,Y,Y,,Y2~Z, X=X,-lmod2’, X, 
1+2’Y, mod 2’+’ und YE Y, mod 2. 
Beweis. Wegen (d/p) = (q/p) = 1 ist p vollzerlegt in K. Nach dem 
Klassenkorper-Zerlegungsgesetz ist p genau dann vollzerlegt in K,, wenn p 
in K einen Primteiler (a) mit CI = 1 mod 2’ bestizt, und das ist Bquivalent 
zur Existenz eines ganzen c( E K mit c1= 1 mod 2’ und N(U) =p. Nach der 
eingangs gemachten Bermerkung kann ich o. E. CI in der Form (5) mit 
Q = 0 darstellen; die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem Theorem, 
(iii) und (iv). 
Satz 1 ist typisch fiir eine ganze Serie von Resultaten, welche unter 
verschiedenen Voraussetzungen aus dem Theorem in 2. hergeleitet werden 
kiinnen. Ich beschranke mich im folgenden auf zwei markante Sonderfille. 
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SATZ 2. K erfulle (*), es sei q > 0 und ftir die Grundeinheit E, von a(&) 
sei N(cy) = - 1; ferner sei h - 1 mod 2. Dunn gilt fir eine Primzahl p mit 
(d/p)=(q/p)= 1: 
Genau dann ist p vollzerlegt in K:, wenn ph = X2 - 4’ dY2 = X: - 4’q* q 
mitX,X,,Y,Y,EZ,X-=X,rlmod2’undYrY,mod2. 
Beweis. Sei E: =.sq oder sq* =E: je nachdem, ob sqs 1 mod 2 oder 
&q & 1 mod 2. Ich setze .s,*=U+ VJ.j mit u, VEh; wegen 
N(&,*)=U2-V2q=-1 folgt UE2mod4und V-lmod2,also 
Daher ist jedes zu 2 prime Hauptideal in K von der Form (a), wobei a 
durch (5) mit Q = C = 0 gegeben ist. 
Wegen h = 1 mod 2 ist K;/K Klassenkorper zur Untergruppe 
der Gruppe der zu 2 primen Ideale von K. Daher ist eine rationale Prim- 
zahl p mit (d/p) = (q/p) = 1 genau dann vollzerlegt in K:, wenn fur einen 
(und dann fur alle) Primteiler 9 von p in K gilt: ‘1) E 6, d. h., ph = N(LY) mit 
~1= gp mod 2’ fiir ein Pa 0. Schreibt man nun a in der Form (5) mit 
Q = C = 0, so folgt die Behauptung aus Aussage (iv) des Theorems. 
SATZ 3. K erfulle (*), es sei q* >O, E die Grundeinheit von Q(@) und 
en ein Quadrat in K. Ferner sei h E 1 mod 2 und p eine Primzahl mit 
(d/p) = (q/p) = 1 und ph = x2 - qy2 mit x, y E Z. 
Genau dann ist p vollzerlegt in Ki , wenn ph = X2 - 4’ dY2 = g - 4’q c mit 
X, Y,X,, Y,EB, X~lmod2’undX2r1+2’Y2mod2’f1. 
Beweis. Ich setze E* = U+ V# mit U, VE Z und erhalte wegen 
U2-q*V’=l entweder U=l mod2, VEOmod4 oder U=2mod4, 
VE 1 mod 2. Im ersten Falle ist E = 1 mod 2, also .sq = 6 mod 2 und folglich 
EV kein 
P 
uadrat in K. Also folgt E = + (2 + ,@) = f6( 1 + &r)’ mod m3, 
und EV ist eine Einheit von K mit & = Lie * (1 + &r) mod 2 fur ein 
geeignetes Q > 0. Daher ist jedes zu 2 prime Hauptideal in K von der Form 
(a), wobei CI in der Darstellung (5) mit Q = A = 0 gegeben ist. Die Behaup- 
tung des Satzes folgt nun wie im Beweis von Satz 3, unter Benutzung der 
Aussagen (i) und (v) des Theorems. 
5. POTENZRESTKRITERIEN FUR QUADRATISCHE EINHEITEN 
Ich gebe in diesem Paragraphen zwei Anwendungen der hergeleiteten 
schwachen Zerlegungsgesetze auf Potenzrestkriterien fur quadratische 
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Einheiten, und zwar beweise ich eine Verallgemeinerung der von E. Lehmer 
in [ 15, Conjecture 41, vermuteten Kriterien sowie ein hinreichendes 
Kriterium fur den 8. Potenzcharakter der Grundeinheit von Q(@) fur 
Primzahlen q* = 3 mod 8. 
KRITERIUM 1. Sei q eine Primzahl, q = 5 mod 8, E die Grundeinheit von 
Q(h), und sei h die (ungerade) Klassenzahl von Q(&, fi). Sei p eine 
Primzahl, p = 1 mod 8, (q/p) = 1. Genau dann ist E biquadratischer Rest 
module p, wenn ph =x2 + 16y2 = u2 + 16qv2 mit x, y, u, v E z und 
v-vmod2. 
KRITERIIJM 2. Sei q* eine Primzahl, q* = 3 mod 8, E* Grundeinheit von 
Q(,,@), und sei h die (ungerade) Klassenzahl von Q(fi, fi). Sei p 
eine Primzahl, p E 1 mod 16, und habe ph die Darstellungen ph = a2 - q*b’ = 
x2 + 64y2 = u2 + 256q*v2 mit a, b, x, y, u, v E Z; dann ist E* 8. Potenzrest 
modulo p. 
Der Beweis dieser Kriterien erfolgt mit Hilfe der Satze 2 und 3 in 4. 
Dazu sind aber zunachst eine Reihe arithmetischer Hilfsbetrachtungen 
anzustellen, welche such fiir sich von Interesse sind. 
5a. Hilfssiitze 
HILFSSATZ 1. Sei I eine Primzahl, k ein die l-ten Einheitswurzeln 
enthaltender algebraischer Zahlkiirper, 1 ein Primteiler von 1 in k und e die 
Verzweigungsordnung von 1 1 1. Sei a E k prim zu I und kein I-ter Potenzrest 
module I’. Dann ist fur jedes n > 0 die Erweiterung k( $)/k vom Grade I”, 1 
ist vollverzweigt in k( i;/;;), und I geht in der Relativdiskriminante von 
k( 5)/k zum E.xponenten enln auf1 
Beweis. Sei c(,, = $, k, = k(a,,) und 1, ein Primteiler von 1 in k,. Ich 
zeige durch Induktion nach n >, 0: 
[k,: k] = I”, 1 ist reinverzweigt in k,, geht in der Relativdiskriminante 
von k,/k zum Exponenten enl” auf, und ~1, ist kein I-ter Potenzrest mod 1:. 
Fur n =0 ist nichts zu zeigen. Sei die Behauptung fiir n $0 bewiesen. 
Dann ist eF die Verzweigungsordnung von I, 1 1 und k,, , = k,(x); 
nach [12, T. Ia, $111 ist [k,+l: k,] = 1, und 1, geht in der Relativ- 
diskriminante b( k, + i/k,,) zum Exponenten el”+ ’ auf. Wegen b( k, + , /k) = 
%(b(k,+,/k,)).b(k,/k)’ geht 1 in b(k,+,/k) zum Exponenten 
eP+’ + 1. enl” = e(n + 1) l”+ ’ auf. Ich nehme an, ~1, + , sei I-ter Potenzrest 
modulo lz,, in k,,,, etwa x,,,=5’modIt,+, mit ganzem <Ek,+I. 
(1, a n+ I)..., a!,;‘,) ist eine Basis von k, + ,/k, mit der Diskriminante 
d(a ,, + i) = f l’u,, deren I,-Anteil mit dem von b(k, + ,/k,) iibereinstimmt; 
folglich ist (1, a,,+ 1 ,..., aL;ll ) eine I,-Ganzheitsbasis, und 5 = c!,=b x, . a; + , 
mit I,-ganzen x,~k. Setzt man 50=Ct:b~t~;~kn, so folgt 
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<‘=&,modli+, wegen I:,, 11, also ist anfl =&+A mit LEE,+,, Ii,, 1 L; 
daraus folgt a, = 4’6 + & mit do E k,, , , I,I, + , 1 lo, also A, E k,, 1; / lo, und 
a, ist I-ter Potenzrest modulo Ii, ein Widerspruch! 
HILFSSATZ 2. Sei I eine Primzahl, n >, 1 und k,jk eine zyklische 
Erweiterung algebraischer Zahlkiirper vom Grade I”. k,.- 1 sei der 
Zwischenkijrper vot2 k,/k mit [k,: k,- , ] = 1, b, bzw. b,-, sei die Relativ- 
d~kriminante von k,/k bzw. k, _ t /k, und f, sei der endli~he ~estandteil des 
Fiihrers uon k,/k. Dann ist 
Beweis. Nach [12, T. I, $91, ist b, das Produkt und f, das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Fiihrer f(x) der Charaktere x von k,/k. Daraus 
erhalt man 
b” = bn- 1 . I-Ifcxh 
wobei das Produkt i.iber alle Charaktere der Ordnung 1” zu erstrecken ist. 
1st x0 ein erzeugender Charakter von k,/k, so sind genau die 
rp(1”) = I”- ‘(I- 1) Charaktere ~6 mit 0 d i < I”, 1 t i, von der Ordnung I”, 
und diese sind alle zu x,, konjugiert, haben also denselben Fiihrer, woraus 
b, = b,- l . f(x*)“-“‘- ‘) 
folgt. Jeder Charakter x von k,jk ist zu einer Potenz von x0 konjugiert, 
also ist f(x) / f(Xo) und daher f(xo) = f,. 
HILFSSATZ 3. Sei 1 eine Primzahl und K/k eine abelsche Erweiterung vom 
Typ (1,l). Dann hat K/k genau I + 1 Zwischenkiirper k, ,..., kl, , mit 
[ki: k] = l, und fiir die Re~ativdiskr~minanten gilt: 
I+ 1 
b(K/k) = n b(kJk)‘-- ‘. 
i=l 
Beweiss. Die l2 zu K/k gehijrigen Charaktere bestehen aus I+ 1 
Systemen von je I- 1 zueinander konju~erten Charakteren der Ordnung 1 
und dem trivialen Charakter. Sei (xl ,..., xr+ 1) ein Repdsentantensystem 
paarweise nicht-konjugierter Charaktere der Ordnung 1 und ki der zu xi 
geharige ZwischenkSrper von K/k. Die Behauptung folgt nun wieder aus 
dem Ftihrer-Diskriminantensatz in [12, T. I, $91. 
~emerk~ng. Die Hilfssltze dieses Abschnittes wurden fiir algebraische 
Zahlkiirper formuliert; sie gelten jedoch in analoger Weise fiir endliche 
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Erweiterungen von C?, (fiir die F~hrer-Disk~minanten-Relationen im 
lokalen Fall siehe [2, chap. 11; 19, chap. 43). 
5b. Beweis uon Krit~rium I 
SATZ 4. Sei qE N quadratfrei q z 5 mod 8, E die Grundeinheit von 
q/h WEI = - 1 und K= Q(,,&, t/‘-=r). Dann gilt: 
(a) Die Erweiterung K($)[K hat den Ftihrer 2’. 
(b) 1st die Klas~en~ahl von K ungerade, so gilt fir den 2- 
Strahlklassenkiirper module Z2 iiber K: K; = Kc&, fi). 
Mit Hilfe von Satz 4 ist Kriterium 1 eine unmittelbare Folgerung aus 
Satz 2, angewandt auf K mit t = 2: E ist genau dann biquadratischer Rest 
nach einer Primzahl p mit (q/p) = ( - l/p) = 1, wenn p in K($) vollzerlegt 
ist; im Falle p = 1 mod 8 (und nur in diesem Falle sind E und die dazu kon- 
jugierte Einheit E= -c-l beide biquadratische Reste oder beide nicht) ist 
das aber equivalent dazu, daO p in Kf$, fi) vollzerlegt ist; und dafiir 
gibt Satz 4 im Falle ungerader Klassenzahl h von K wegen 
K;=K($, ,s’“i, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium. Dal3 h 
tats&hlich ungerade ist, folgt aus des Klassenzahlproduktformel fur k’ 
([13], $26) und der Tatsache, daB die Klassenzahl von C?(A) ungerade 
und die von Q(G) nicht durch 4 teilbar ist. 
Beweis van Sutz 4. (a) Sei k=Q(&), k, =k(&), k; =k(fi), 
k, = k(fi), k; = k(Jq), K, = k, k; = K(A) und Kz = kzk; = K( fi). 
In k ist 2 unverzweigt, und E ist quadratischer Nichtrest modulo 4: wegen 
N(E) = - 1 sind E und --&- ’ zueinander konjugiert; ware E = l’ + 4cr mit 
ganzen <, a E k, so folgte -8-l = g2 + 4E ( -: die Konjugation von k/Q), 
also - 1= (<<)‘+4B mit PE k; aber dann ist BE Q, ein Widerspruch! 
Somit ist Hilfssatz 1 auf die Erweiterung kz/k anwendbar; diese ist 
augerhalb 2 unverzweigt, also folgt 
b(k,/k) = 22 und b(k,/k) = 2’. 
k; ist zu k, konjugiert, daher ist b(k;/k) = b(k,/k) = 2’, K= k(G) und 
- 1 ist quadratischer Nichtrest modulo 4 in k (beispielsweise nach tj2.c), 
also ist such ~~K/k~ = 2*. Hilfssatz 3, angewandt auf K,/k, liefert 
b(K,/k) = Z2. 22. 22 = 26. 
Sei nun tn der Primteiler von 2 in iu; aus Ir(K,/k) = W(b(K, /K)) - b(.K/k)’ 
folgt 
b(K,/K) = u?‘; 
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ist I r der Primteiler von 2 in k,, so folgt in gleicher Weise 
b(K,/k,) = 1:. 
Wegen b(k,/k) = %(b(k,/k,)) * b(kl/k)* folgt b(k2/kl) = Ii, und da k2 und 
k; zueinander konju~ert sind, ist such ~~k~/k,)=l~. Nun wende ich 
Hilfssatz 3 auf KJkl an und erhalte 
b(KZ/kl) = 1;. 1; * If = 1;“. 
Bezeichnet m t den Primteiler von 2 in K1, so folgt aus 
b(K2/k,)=~(b(k’,/K,f).b(K,lk,)* 
w&/K,) = 4 
und damit 
b(K*/K) = %(b(K*/K,))’ b(K,/K)2 = tDDD. 
Mit Hilfssatz 2 folgt nun fur den Fiihrer f von K,/K: 
&l’o=~*.f2, 
(b) Sei m der Primteiler von 2 in K. 0 ist quadratischer Nichtrest 
modulo m2 (nach 3. (5)) also hat nach Hilfssatz 1 und 2 K(n)/K den 
Fiihrer t11~%‘2~. Aus (a) folgt nun, da13 K(,& 0)/K den Fiihrer 22 
besitzt; wegen [k-(6, 0): K] = 8 bleibt zu zeigen: 
[K;: K] = 8. 
Da K ungerade Klassenzahl besitzt, ist [K; : K] der 2-Anteil der Ordnung 
der primen Restklassengruppe modulo 22 modulo der von den globalen 
Einheiten von K erzeugten Untergruppe. Nach 3. (5) hat jedes ganze zu 2 
prime LX E K eine Darstellung 
mit eindeutig bestimmten P mod 3, Q mod 4, A mod 4, B mod 2 und 
C mod 2. Die Einheitengruppe von K wird nach [ 13, $261 von E und fi 
erzeugt, und nach dem im Beweis von Satz 2 Gezeigten ist 
Somit ist der fragliche Index (4 - 4.2.2)/(4 * 2) = 8, wie behauptet wurde. 
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5c Beweis von Kriterium 2 
SATZ 5. Sei q* E N quadratfrei. q* = 3 mod 8, K= a(fi, fl), E* 
die Grundeinheit von Q(@) und Ed E K mit E; = E* . fi. Dann gilt: 
(a) Die Erweiterung K(&)/K hat den Fiihrer 2=, und K(&)/K hat 
den Fiihrer 23. 
(b) Ist die Klassenzahl von K ungerade, so gilt ftir die 2- 
StrahlklassenkBrper module 2= und 23: 
Beweis. (a) Sei UJ der Primteiler von 2 in K. Wie im Beweis von Satz 3 
erhllt man s0 = J-1”. (1 + &r) mod m2, also ist a0 quadratischer 
Nichtrest modulo tn2, und (was spater beniitigt wird) EC l. fi ist kein 
Quadrat in K. Nach Hilfssatz 1 gilt fiir die Relativdiskriminanten 
b(K(&)/K) = tn4 und b(K(&)/K= tn16, also hat nach Hilfssatz 2 die 
Erweiterung K(&)/K den Fiihrer tn4 ~2’, und K(&)/K hat den Fiihrer 
(UP-w -4)1/z = We z 23. 
(b) J-1 ist quadratischer Nichtrest modulo tn2 (nach 3. (5)); 
daraus folgt wie in (a), 
den Fiihrer 23 hat; l- 
fi)/K den Fiihrer 2= und K(fi)/K 
K(a)/K 
ist Primelement fur tn in K, also hat 
nach [ 12, T. Ia, $11 die Relativdiskriminante und 
damit such den Fuhrer tn’. Gemeinsam mit dem in (a) Bewiesenen folgt 
und K(fi,&, Jrfi)cK;; da J-1, a,, 
unabhlngig sind, folgt [ K( fi, A): K] = 4 
und [K(m, .$‘&, Jn): K] = 32; also bleibt zu zeigen: 
[K;: K]=4, [K; : K] = 32. 
Da K ungerade Klassenzahl hat, ist [K: : K] der 2-Anteil der Ordnung der 
primen Restklassengruppe modulo 2’ modulo der von den globalen 
Einheiten von K erzeugten Untergruppe (t = 2 oder t = 3). Nach 3. (5) hat 
jedes ganze zu 2 prime a E K eine Darstellung. 
a = op. 0”. (1 + 5~)” . (1 + &r3)8. (1 + x3)=. (1 + {x4)” mod 2’ 
mit eindeutig bestimmten P mod 3, Q mod 4, A mod 2’, B mod 2’~ ‘, 
C mod 2’- ‘, und D mod 2’- ‘. Die Einheitengruppe von K wird nach [ 13, 
$261 von E,,, J-1 und einer eventuell (im Falle q* = 3) in K liegenden 
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dritten Einheitswurzel erzeugt. Wegen .sa = ,,/?“.( 1 + 5~) mod 2 (mit 
geeignetem Q) ist der fragliche Index 
4.2’. 2’- 1.2’- 1.2’-2 
4.2’ 
=; 231-d 3 
wie behauptet. 
Bewei~ van K~~te~~~~ 2. Sei q* eine Primzahl, q* = 3 mod 8, E* die 
Grundeinheit von a(#) und K= Q(fi, n). Nach [ 13, $261 gibt 
es ein EOEKmit $j=is* 4- 1, und die Klassenzahl h von K ist ungerade, 
so da13 Satz 3 und Satz 5 anwendbar sind. 
Sei p eine Primzahl, p = 1 mod 16, p = CZ’ - q*b2 und ph = .x2 + 64y2 = 
u2 + 256q*u2 mit a, b, x, y, u, L) E Z. Dann ist notwendig x zz 2 1 mod 8, 
u = + 1 mod 8, und aus Satz 3 folgt: 
(a) p ist vollzerlegt in Ki; 
(b) Genau dann ist p vollzerlegt in K;, wenn u = rir 1 mod 16, d.h., 
wenn p = 1 mod 32. 
Sei zunachst p = 1 mod 32; wegen &E K; ist dann Ed biquadratischer 
Rest und ~$=a* ‘J-1 8. Potenzrest modulo p. Da aber such ,/-1 8. 
Potenzrest module p ist, folgt: E* ist 8. Potenzrest modulo p, was zu zeigen 
war. 
Sei nun p = 17 mod 32; dann ist p nicht vollzerlegt in K;, aber wegen (a) 
und p = 1 mod 16 ist p vollzerlegt in lu(n, &). Wegen ph = x2 + 64y2 
mit hElmod2 ist p=xg+64yz mit x,,y,~Z, also ist 2 ein 
biquadratischer Rest modulo p (nach [12, T. II, $131). Nun ist aber 
(1 - J-1)’ = -2 fi, und - fi ist biquadratischer Rest modulo p, 
also ist I- J-1 quadratischer Rest modulo p und daher p vollzerlegt in 
Ic(m, &, dz). Da p in lu; nicht vollzerlegt ist, ist co zwar 
quadratischer aber kein biquadratischer Rest modulo p. Folglich ist 
g(+*. d- - 1 zwar biquadratischer Rest, aber kein 8. Potenzrest modulo 
p; wegen p = 17 mod 32 gilt dasselbe fur J-l, also ist E* 8. Potenzrest 
modulo p, was zu zeigen war 
Zusufz bei der Korrektur. Kriterium 1 wurde inzwischen mit anderen Methoden such von 
K. Kramer bewiesen [Residue properties of certain quadratic units, f. ~ff~ber Theory 21 
(I985), 204-2131. Fiir einen weiteren Beweis und eine VerschSung von Kriterium 2 siehe 
[F. Halter-Koch, Konstruktion von Klassenk6rpem und Potenzrestkriterien fiir quadratische 
Einheiten, Manuscripta marh. 19861. 
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